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6. UBUNGSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA I

Reguldre Matrizen und Elementarmatrizen

Notation: Fiir eine reelle Matriz A € R™™ und eine natiirliche Zahl k € N schreiben wir A* fiir
das k — fache Matrizprodukt

AP =A4.. A,
S——"
k-mal

Auferdem benutzen wir die Konvention A® = I,,, wobei I,, € R™*" die Einheitsmatriz bezeichnet.

Aufgabe 1. ((Alleine) 3P+1P)

a b

Sei A := (c d) € R?*2 gine reelle 2 x 2 Matrix.

(a) Zeigen Sie, dass A genau dann invertierbar ist, wenn ad — be # 0 gilt.
Hinweis: Wenn A invertierbar ist, dann ist die Abbildung pa: R**? — R**? 04 (B) = A- B injektiv.

(b) Geben Sie eine reelle 2 x 2 Matrix A mit A% = —I, an.

Aufgabe 2. ((Alleine) 1P+2P+1P)

(a) Es sei f(X) = Zf:o a; X* € R[X] ein reelles Polynom mit ag # 0. Weiter sei A € R"*" eine

relle n x n Matrix mit
k

fA)=> a;- A" =0ecR™™.
i=0
Zeigen Sie, dass A € R™*" invertierbar ist.
(b) Es sei A € R3*3 eine Matrix, wobei
2 0 O
A=11 2 0 | eR>.
0 0 -1
Berechnen Sie A3 — 342 + 41I,, und eine Inverse A~! von A.

(c) Schreiben Sie die Matrix M € R*** als Produkt von Vertauschungsmatrizen, wobei

0100
0 00 Ax4

M=11990 0 |ER
0010
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Aufgabe 3. ((Gruppe)1P+1P+1P+1P)

Fiir n € N seien A, N € R"*" Matrizen, sodass A- N = N - A gilt. Es bezeichne I,, € R™"*" die
Einheitsmatrix. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(i) Fiir alle k € N gilt: I, — (~1)*N* = (I, + N) - ¢ (=1)IN? (Dabei benutzen wir die
Konvention N° = I,).

(i) Gilt N* =0 € R™ " fiir ein k € N, so gilt auch (4 - N)¥ = 0.
(iii) Gilt N* =0 € R™" fiir ein k € N, so ist I,, + N invertierbar.

(iv) Ist die Matrix A regulir und gilt N* = 0 € R™*" fiir ein k € N, dann ist A + N € R"*"?
regular.

Aufgabe 4. ((Gruppe) 4P)

Es sei B € GL,(R) eine reguldre Matrix, sodass B - M = M - B fiir alle reguldren Matrizen
M € GL,,(R) gilt. Zeigen Sie, dass dann ein r € R\{0} existiert mit B =r - I,,.
Hinweis: Denken Sie an reguldre Matrizen, denen Sie viel Zeit in der Vorlesung gewidmet haben.
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